










































































Deoa .. <'<'l' : 
p 

q ·f(.r----;;) ,� f(.rP) = pf(:r), (V) p, q E "Jl., q # O, (V) ,r, E (O, oo),

l't!ZUlLit,: 
p 

f'( ,rq) = p f( a:). 
. 

q 

J);ir fu1w(i:1 .f <'f;h• stri('( cresd'i,toa.rc. În adevar, <laei-1 0 < .1J < y,
:i1ull(•i cxist;1 k>l astf,l i11cî1: 

il = k.r.,

i::i t l P<' i : 

.f(y) = f(lc.r:) = j(:r) + f(k) >f(.r,), 
<lPO.ll'('CI', ])l'Ïn -ipotcza, .f1 k) :;;, o.

FiP acmn ':/. irntional. Pret-mpnnem ea: 

f(.r:"' ) < cx.f(a:). 

1kzult:1 :111mci ca Pxif;(ii, r e (Q af;tfel încît: 

d<•ci: 
.f( .v"') < .f( :x/), 

deci: 

de un<lt-, a!Pg"i]I(] a: > 1 (0 < .r: < 1,. analog iar pentrn :r = 1, f(P) = 
=(1_.f(l)=,0) impliC':1. (/.<r. PP (]p alta parte, tinîndcont eaj(::r) >0, rezulti-1, 
r < (X a.di(•i-1, în c·nntnuliqi<• en r1. < r.

Annlng· �<· a!'ata. ca mt putem avea : 

f(.r"' ) > (Xf(.1:). 
Ikzult :1, deei : 

f(;r"' ) = ':1..f(.r), (V) x E [R, (V)o.: E [R. 
Fit>, în fiwll, œ = 10 ; a 1 unci 1wntru ol'iee t e [R exista oc e [R astfrl 

încjt t = 10"' . De aici, :x = I.� t, deci j(t) = .f(lO). · lg t.
�-H I.3.20P0

• Si'i., se nfle f1mc·tia hijectiva f: IR--+[R a!3a încît : 
a,) .f(.r + _11) > f(;c) ...L .f(y); 

b) .f(.ry) > .f(;v) f(y), (V) ,r, :11 E CR.
H. Pnnincl îu relatiil<' <la.te în cnunt :r: = JI = O, rezulta :

j(O) <: O, j(O) ;;;-,, .[f(O) ]2, 
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R. Fie j = m + nX + pX2 polinomul cautat. Conciitia d:vin�:
sau-: m +. na3 + pa6 · (1n + n·a + pa2)� 

m + na3 + pa6 = m8 + 3m2na + (3( mn2 .+ 3m2p)a2 +

+ {6mnf + n3)a3 + (3mp2 + 3�2p)a4 + 3np2a5 + pl-a6
, oricare. ar fi a e [R, de unde·rezulta sistemul: m-=,m3, 3m2n = 0 3mn2 + 3m2p = 0 6mnp + n3 = n3mp2 -t:_ 3n2p = .0 3np2

-:- 0 p =p3 . Excludem cazul p = o, caci altfel polinomuL.;n-ar mai fi de gradul II. Deci p2 = 1. Din a doua �i a treia ecuavie a sistem�Jui rezulta 3�2p = 0 (caci daca 3m2n = o, atunc.i �i 3m'n2 = O). deci m = O. Din a �asea ecuayie rezulta �i n = 0. Din p2 = 1 rezulta p = l. sau p = - 1. Obtinem polinoe X2, f2 _: - X2• Ambele verifica enun�l. · I. 9.12 Sa se arate prin induciie dupa n ea are loc egalitatea: _(X + 3X3 + ... + nX")(l - j2) = nXn+2
- (n + l)Xn+i + X.B. Scriem egali_tatea de demonstra,,f sub forma:

. 
·-. .... \ . n.xn+2� [n + l)Xn+l + X X + 2X2 + 3X3 ·+ ... + nX?' = ---..!....-.--=--_:.,.._--- · -· . ····--- .. . -- -· - . •· . _ ·-· (1 - x-,-s, 

. . . ' xa - 2X2 + Sr-- . .., . Pentru n = l ea devine X = · , ev1denta .
. (1 - X) 2 -�Presnpunind egalitatea adevarata pentru o valoarea, k atribuita lui n : 

. .X + 2x2 + 3xs + .. .- + kXk . kXk+2 - (le + l)Xk+l + X· • . (1- X) 2 rezulta, adaugin� ambilor membrii m�nomu1 ( k + 1 )X"'+l � 
X + 2x2 + 3X3 + ... + kXk + (k+l)Xk+1

= 
1cXk+2_(k+l)Xk+2 +x 

+. _ . (1- X)2 · 

+ (k. + l)Xk+l = (k + l)Xk+a - (k + 2)Xk+2 � X
· (1 - X) 2

ceea ce demonstreaza ea egalitatea este adevarata �i pe:q.tru valoare a. k + l atribuita lui n. Deci egalitatea este adevarata pentrn orice 11, E IN* . 

• l 



._ " . I. 9.t3H. Sa Se determiµe citul �i restul !mpar�irii polinomului f prinbinomul g daca : 
a). f = X6 - ;r-5 _,,X 4 + X 3 

- 2X 2 + 5X -� 4, g = X 2 
- 2X + 3;b). f = X4 � 

16X 3 - 8X 2 + l, g = X3 
- X + l ;

c). f = X 4 - 2X 2 + 2 ; g = X2 - 2X + 2;d). f = XS� 2X4 + 3X3 
- 4X 2 + 5X :-6, g = X 3 

- X 2 + 2X-3,;e). f = X7 - 3X 6 + 2X 5 + 2X4-2X3 - 2X 2 .+ 3X - l, g = X2-2X + 1f). f = x22 
-:-- J:'11 + po _+ _ks. + 2x2 + 2, g = x2 + X + 1.R. A vem schemele : , / . a) X 6 

- �s - X4 + X 3 
- 2X. 2 + 5X - 41 _ .X2 ----2.X + 3 - X 6 + 2X 5 

- 3X 4 X4 + X3
- 2X2 - 6X -8X5 

- 4X 2 + X 3 
- 2.X2 f 5X. - 4 - X 5 + 2X4

-
3X3

-2X4 - 2X3 
- 2X 2 + 5X - 4

+ 2X4 - 4X3 + 6X2
-- 6X 3 + ·4X� + 5X - 4 

+ 6X 3
- 12X2 + 18X
- sx2 + 23x _-4
+ sx2

---- rnx + 24 7X +20 ·b). x·4 � 6X3 
- 8 .. P ' + 1 I xa ·_ X + l-X4 . + X 2 -X I X - 6 - 6X3

- 7 X2 
- X + 1+6X3 -6X +6

-1x2 -1x+1

-c) x4· - 2x2 + .2 1-x.2 - 2x + 2::_ X4'-+ 2X3 
- 2X 2 

I 
X2 + 2X ' ------------2X3 - 4 ... :Y2 +2:· -2X3 + 4X 2 

- 4..,y,
·,

-4X+2. etc. Rezulta :. d). q = X2 
- X, 1· = X2 + 2X - 6; e). q = X5 

- X4 -- X·3 + X2 + X - I, r = 0; f) q = X 20-X19 + .. P7-X16 -X15+ 2X14� - X 13 - X 12 + 2X 11 .......: x10.- X9 + 3X81- 2X1 
- X 6 + 3X5 

- 2X 4 +@+2X2 - 2X +2; r =.0. . - . . · . J. 9. 1411
• Sil. ;se:/1�3.. olinom de gradul trei astfel incit impar�it la 

X2
--:-- 3X da restw-6X - 1. �i impa,qit la X 2 

- 5X + 8 da restul 2X - 7. R. Fief= aX3 + 2 +.ex+ d polinomul cautat. Putem scrieaa:3++bx,+ ea:+ d = (a:2 
- 3:.v) Q(a:) + 6:.v - 15 (conform teoremei impar-

loJ. 

I' 



























































































































































 � H. Din id0Iltitatea,
\" 11.. cVa. + V a..,.1> et' a..,.1 -Va.> = r, 

. .,,;A:> · under es_!;a ra�ia progresiei, inlocuind, ob�inem enunflll._ 
. �� \ . · .:i. 10.4611 Fie ai., a2, • • •  , an, •... un �ir- de numere reale. Sa se arate ea,aces · eaza o progresie aritme�ica, daca �i numai �aca pentru: orice"' numar natural avem : 

+-1-= n-1.
an-1an a1an 

R. Presupunem ea �irul dat e progresie aritmetic acu ratia r . .Atunciak+1 -ak = r, iji deci : • · · · 
1 1 1

--=---

de unde:
n-l 1 . 1 ( 1 1 ) n -1 .
�--- --- -
k=l aia1:.t1 - r · a1 · a,._ 

- iii.an 

•
Vom demonstra in continuare prin inductie, ea �irul care satisfacerelavia din en1;-1nt; este progresie aritmetica., adica, : 
Din relatia :

an =·a1 + (n-:-- 1) r, n::>3.

1 1 2 ---+--= -- ·,lit a2 a2a3 a1 a3 

deducem: lit+ a3 = 2a2, �i deci .r · · a2 -a1
• 

Sa presupunem acum ea : 
at= ai +(k -l)r, k = ,1, ••• , n.

�i sa aratam ea :
Prin ipoteza, avem:

1 . + . 1 
--+ ... -:-- -

De aici:
11 · 1

-+ ... +· +--

n-l

a1an 

--

1- nan -(n -1) an+1 ---- '

n 

de unde (n -l)a11+1 = nan -a1• De aici, an+1 = a1 
+ nr.
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